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Дадим решение в квадратурах интегрального уравнения, которое обобщает известные урав-
нения [1, § 55], содержащие в ядре логарифм разности переменных, 
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Решение приведенного уравнения будем искать в классе функций, обеспечивающих существо-
вание интегралов в формуле (1) как несобственных, а именно в классе функций, допускающих 
представление в виде 
 ( ) ( )











где ε > 0, а функция φ*(x) удовлетворяет условию Гельдера. Покажем, что данное уравнение сво-
дится к характеристическому особому уравнению с последующим решением уравнения Воль-
терры. Введем аналитическую функцию
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По формулам Сохоцкого [1, § 4] находим:
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В равенстве (5) мы изменили порядок интегрирования и учли интегралы 
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Применяя формулы Сохоцкого (4), (5), записываем уравнение (1) в виде характеристического 
особого уравнения
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Решая уравнение (6), затем уравнение Вольтерры (4), найдем решение исходного уравнения (1).
 Сначала решаем уравнение 
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где h(x) – произвольно заданная функция, условия на которую будут указаны ниже. Решение ищем 
в классе функций вида (2), обеспечивающих существование интегралов в (7) как несобственных. 
Будем предполагать, что функции a(x), b(x), стоящие под знаком интегралов в уравнении (1) (вну-
тренние коэффициенты уравнения), и функция h(x) дифференцируемы на отрезке [α,β] и выпол-
няется условие a(x) – b(x) ≠ 0. Далее дифференцируем равенство (7) и получаем соотношение 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x x b x x a x b x x h x′j - j = - j = , из которого находим функцию 
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Подставляя функцию φ(x) из (8) в равенство (7) и вычисляя интегралы по частям, получим 
необходимое и достаточное условие того, что функция (8) будет решением уравнения (7):
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Заметим, что функция h(x) имеет конечные пределы в точках x = α, x = β. В этом легко убедиться, 
подставляя в уравнение (7) последовательно x = α, x = β. Если же пределы функции h(x) в точках 
x = α, x = β будут нулями порядка, меньшего единицы, то функция h′(x) на концах отрезка инте-
грирования будет обращаться в бесконечность порядка, меньшего единицы, и, следовательно, 
найденное по формуле (8) решение будет принадлежать классу функций (2). В нашем случае h(x) 
есть решение характеристического особого уравнения (6). Значит, надо искать ограниченные 
и дифференцируемые на [α,β] решения h(x) уравнения (6), которые имеют конечные пределы 
lim ( ) ( ), lim ( ) ( ).
x x
h x h h x h
→+α →-β
= α = β  Отсюда следует, что для решения уравнения (6) точки x = α, 
x = β не должны быть точками автоматической ограниченности [1, § 41]. Будем предполагать, что 
функции c(x), d(x) (внешние коэффициенты уравнения (1)) и функция f(x) имеют производные, 
удовлетворяющие условию Гельдера, причем c2(x) – π2d2(x) ≠ 0. При сделанных предположениях 
найденное решение h(x) уравнения (6) обеспечит получение по формуле
 
 (8) функций, принадле-
жащих классу функций (2). 
Выпишем решение уравнения (6) в классе функций, ограниченных на обоих концах отрез-
ка [2, § 30]. Здесь ( ) ( ) ( )( ) ( )
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где θ(x) = argG(x), так как ( ) 1.G x =
 
Выбираем 
значения аргумента такими, чтобы выполнялось условие 0 ≤ θ(x) < 2π. Индекс x уравнения (6) 
в
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 Если χ ≥ 0, то решение 
уравнения (6) находится по формуле 
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Многочлен Pχ–1(x) ≡ 0 в формуле (10) при χ = 0. Для того чтобы уравнение (6) имело решения 
при χ < 0, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 
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Решение при выполнении условий (11) единственное и дается формулой (10) при Pχ–1(x) ≡ 0. 
Однако не всякая функция, вычисленная по формуле ( ) ( )
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h xx




, будет решением исход-
ного уравнения (1). Решением будут только те функции, которые удовлетворяют необходимому 
и достаточному условию (9) разрешимости уравнения (1), которое имеет вид
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